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Di un problema relativo ai triangoli

§ I. - In questi ultimi tempi una rivista di divulgazione
scientifica ha posto a concorso tra i suoi lettori la seguente
questione: i

« Costruire un triangolo dati i simmetrici dei vertici rispetto
ai lati opposti » (%)

e molti docenti di matematica hanno avuto al proposito ri-
chieste di spiegazioni ed aiuti da parte di allievi ed amici,
tanto pitt che la risposta pubblicata a suo tempo sulla rivista
stessa non & risultata una soluzione esauriente del problema (?).

L’ interesse cosi sorto sull’argomento mi induce a pensare
di far cosa gradita ai lettori del « Periodico » esponendo la
discussione di questo problema: ritengo inoltre che 1’ analisi
della questione e delle sue intrinseche difficolta sia utile perché
si ha qui un esempio, a mio parere notevole, di problema geo-
metrico che a prima vista & giudicato come elementare ed
invece richiede, per essere compreso e discusso mon superfi-
cialmente, i mezzi della Geometria Algebrica e della Teoria
delle equazioni algebriche secondo GawroIs.

Noi dimostreremo qui che il problema non solo non & riso-
lubile con riga e compasso ma d& origine ad un sistema di
equazioni algebriche le cui soluzioni non sono esprimibili in
funzione dei dati mediante radicali.

Benché i calcoli che permettono di giungere alla conclu-
sione siano di necessitd alquanto laboriosi, pure la linea con-
cettuale del ragionamento & relativamente semplice e la espor-
remo qui brevemente.

(') Sapere: Bd. Hoepli, anno X VI, vol. XXXII, n. 375/6
(%) Ibid. n. %83/1
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Premettiamo che, conformemente alle convenzioni pilt co-
muni, in tutta la presente trattazione indicheremo con 4BC i
vertiei di un triangolo, con « 3 v i rispettivi angoli e con a b ¢
i lati opposti (cio® le loro misure in una unith di lunghezza
arbitraria ma. che supporremo fissata una volta per tutte). In-
dicheremo poi eon 4'B'C’ i punti simmetriei dei vertici 4BC
rispetto ai lati opposti e con a'd’¢’ i lati del ftriangolo 4'B'C".

Con questa nomenclatura il problema potrd essere espresso
cosi :
« Costruire il triangolo 4BC conoscendo A'B'C’ ».

Osserviamo ora che quando si conoscano @ bc¢ il problema
pud considerarsi risolfo, perché in base alla conoscenza di
questi pud costruirsi un triangolo 4, B, C, ugnale ad 4BC, che
pud essere portato a coincidere con esso mediante una con-
gruenza; la quale porterd necessariamente su A'B'C’ il trian-
golo 4,/B,'C,"i cui vertici sono i simmetrici dei vertici di 4, B, C,
rispetto ai lati.

[noltre quando si conosca la equazione

(1) u —oxu® +yu—z =0

di IIT grado in # avente per radici i quadrati di a b ¢, il trian-
golo stesso si ottiene (attraverso i suoi lati) in funzione-di & y 2
per mezzo di radiecali, come & chiaro per il fatto che la equa-
zione cubica & risolubile appunto mediante radicali (quadratici
e cubici). I tre coefficienti w y # della equazione (1) saranno
quindi da noi brevemente chiamati le coordinate del triangolo
ABC (intrinsecamente considerato).

Ad evitare equivoci sulla porfata dei nostri ragionamenti
sard bene avvertire esplicitamente che le nostre considerazioni,
qui e nel seguito, riguardano il campo algebrico; non c¢i preoc-
cuperemo quindi per nulla delle ulteriori difficolti che pre-
senterebbe I’ analisi delle questioni di realith degli enti che
consideriamo, questioni la cui impostazione richiederebbe la
scrittura di relazioni non algebriche (per es. disnguaglianze).

Ora dalle coordinate @ y z del triangolo ABC si possono ot-
tenere razionalmente le coordinate analoghe del triangolo
A'B'C’, cioe i coefficienti & § della equazione cubica in

(2) w — ' +qu—=0

avente per radici i quadrati dei lati a'd'c’.
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Supponiamo fissato nel piano un riferimento cartesiano ;
allora ognuno dei due triangoli pud sempre supporsi determi-
nato attraverso la conoscenza delle coordinate dei suoi vertici,
dalle quali in particolare si pud risalire alla conoscenza dei
suoi lati. Pertanto se le coordinate dei vertici di 4ABC fossero
note in funzione di quelle dei vertici di 4'B'C’ attraverso ra-
dicali, anche i lati di ABC sarebbero noti in funzione di quelli
di 4'B'C" mediante radicali. Ma allora anche le coordinate x y #
di ABC sarebbero esprimibili in funzione delle analoghe coor-
dinate £ n € di A'B'C’ mediante radicali, giacché si pud passare
da €7 C ad x y # ricavando anzitutto a'b’'c’ in funzione di €7 §, in
secondo luogo @b ¢ in funzione di a/'b’¢’ ed infine xy# in fun-
zione dai a b c.

Se dunque riusciremo a dimostrare che le funzioni alge-
briche che danno esplicitamente 2 y # in funzione di £ { non
sono esprimibili mediante radicali, avremo anche dimosftrato
che il problema algebrico di determinare 4BC quando sia noto
A'B'C’ non & risolubile mediante radicali. ;

Il paragrafo II di questo articolo sarh appunto dedicato
alla ricerca ed alla scrittura delle relazioni fondamentali che
legano le coordinate dei friangoli 4BC ed A'B'C'.

Per comeditd indicheremo con s e o le aree dei ftriangoli
ABC ed A'B'(C rispettivamente, che sono legate ai coefficienti
delle equazioni (1) e (:} dalle relazioni:

(3) 165* = 4y — 2?
(4) 160 =4y — E*

(conseguenze materiali della nota relazione detta di ERONE) e
scriveremo le relazioni che legano le sz alle £Eo (.

Invero, in base a ragionamenti del tutto analoghi a quelli
svolti or ora, il nostro scopo sard raggiunto se dimostreremo
che le grandezze xsz non possono essere espresse mediante
radicali in funzione di £c¢.

Infine il paragrafo III sard dedicato a trarre le conclusioni
dalle relazioni stabilite.

§ IL. - Il dato fondamentale del problema, che ci permettera
la scrittura delle relazioni che abbiamo in vista & che i trian-
goli 4’BC, BC'4A, CAB' sono simmetrici del triangolo ABC
rispetto ai swoi lati (cfr. la fig. nella pagina seguente). Al-
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lora una prima relazione tra i due triangoli ABC ed A'B'C’ si
ottiene applicando il teorema detto di CarRNOT ai triangoli
: AB'C', A’BC" A'B'C. 8i ha infatti la

relazione
(@')2 = b* + ¢* — 2bc cos 3a

ed altre due analoghe che si otten-
gono permutando circolarmente le
lettere abec, a'b’c¢, «afy. Ma si ha
come & noto

€08 3¢ ="co8 «(4 cos® = — 3)

4 B e cosa si ottiene, ancora in forz

dello stesso teorema di CarxNor, dalla relazione ‘
cos a = (b* + ¢* — a?)/2bc.
A calcoli fatti si ha infine

b2 (o)t = c¢'b* 1 b'c* — ¢® — b+ a® — 3c'a' + 3a’bic® 4- 3ctat —
— 3a'0® + 3ab’.

Di qui, tenendo conlo delle relazioni esistenti tra i coef-
ficienti della (1) e le funzioni simmetriche elementari delle sue
radici si ottiene

2(a')? = 20t (x® — 4y) - a*(z -+ 4oy — )
e, ricordando la relazione (3) (di ERONE)
{3) Zla')? = — 32a*s*> + a’(z + 16s°x)

ed altre due analoghe che si oftengono permutando circolar-
mente le lettere abc ed a'b'¢. Sommando membro a membro
queste tre relazioni si ha infine la

(I) 2% = 2b66s"' -+ wz.
Moltiplicandole invece membro a membro si ha

(17) 20 = — 286722s" + 65D36xs® + 1627’2 -+ 2°

Una terza relazione si ottiene considerando le aree dei due



-

Di un problema relativo ai triangoli. D

triangoli ABC ed 4'B'C’; invero & chiaro che Varea di A'B'C’
si ottiene come somma algebrica (con le solite convenzioni ri-
guardanti il segno delle aree triangolari) delle aree di altri
opportuni triangoli; si ha precisamente

ABC =ABC+ AC'B+ BAC+CB'A+ AB'C'+ BC'A'+ CA'B.

In formule, la relazione tra le aree viene espressa dalla
seguente equazione

o = 4s — (ab sen 3y +- bc sen 3« + ca sen 38)/2.
Ma si ha, come & noto, la relazione
sen o — 28/bc

ed altre due analoghe, che si ottengonu permutando le leitere
abe, afy. Da queste e dalle note formule di triplicazione, te-
nendo confo delle relazioni esistenti tra i coefficienti delle
equazioni (1) e (2) si ha in definitiva la

(11X zo = §(168’x — D2l

Il sistema delle tre equazioni (I); (II) e (III) permette di
ricavare le @ s # come funzioni di £ ¢ {; dimostreremo nel pros-
simo paragrafo che queste funzioni algebriche non sono espri-
mibili mediante radieali.

§ 1IL. - Al fine di discutere pitt comodamente il sistema
formato dalle equazioni (I), (II', (III) le riscriveremo qui cam-
biando leggermente le mnofazioni, affinché la interpretazione
geometrica che daremo si presenti al lettore nell’ aspetto che
pin gli & abituale. Riscriviamo qui le equazioni suddette po-
nendo

o =i Y =¥ =7,

Si oftiene cosi il sistema
XZ = 256Y"
(IV) | 0Z = — 2867227 ° 4 65536(F — X)Y* + 162V E— X 4 Z°
| 6Z = Y {16Y*(E — X) — bZ |

che, interpretato nello spazio in cui X Y Z sono coordinate car-
tesiane di. punto, vale a determinare le intersezioni di tre su-
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perficie algebriche, variabili in funzione dei parametri £ o {. Si
osservi ora che la prima delle equazioni (IV} & lineare in Z;
cid -permette anzitutto di ecliminare facilmente Z giungendo.
ad un sistema di due equazioni nelle due variabili XY; ed in
secondo luogo assicura che ad ogni soluzione di quest’ ultimo
sistema corrisponde una soluzione del (IV).

La suddetta eliminazione porta al sistema

(6)] 160Y = (£ — X)X — 80Y*
(Ml X =—112X*Y* + X% — X) + 16X — X)¥* + 2567

che, interpretando geometricamente X ed Y come le coordi-
nate cartesiane di un punto, vale a determinare le interse-
zioni fra due curve entrambe passanti per lorigine delle coor-
dinate: la conica k rappresentata dalla equazione (6) e la quax-
tica @ rappresentata dalla (7). Dato il significato geometrico
che ha la grandezza s (qui rappresentata dalla coordinata Y)
la intersezione fissa e razionalmente nota che le due curve &
e @ hanno nell’ origine delle coordinate non fornisce nessuna
soluzione del nostro problema, poiché corrisponde ad un trian-
golo ABC di area nulla (cioé avente i fre vertici coincidenti
od allineati). Prenderemo quindi in considerazione soltanto le
altre sefte intersezioni delle due curve, fuori dell’ origine.

Ora per dimostrare la non risolubilitd con radicali del nostro
problema per valori generici dei parametri £ o { possiamo fis-
sare due tra questi,-dando a & il valore 1 ed a o il valore 1/16,
lasciando invece variare il terzo {. Il gruppo delle retfe che
proietta dall’origine le sette ulteriori intersezioni di £ con @
& dato da

(8) LX(X*+480Y* = (X —Y)}256Y"' —128X*Y*— X*) +
+ X (X — Y)(X? 4 Y¥(X? + 80Y7).
Ponendo, per semplicita

cl froveremo a discutere il comportamento della funzione al-
gebrica f(v) definita implicitamente dalla equazione

4- (1 — 1 + £2)(1 + 8012
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che scriveremo anche brevemente
v+ D(f) = N{(%)

indicando con D(f) ed N(f) rispettivamente i polinomii di VI
e VII grado in ¢ che compaiono al primo ed al secondo membro
della (9). Ora nel piano in cui ¢ e v sono coordinate cartesiane
di punto questa equazione rappresenta una curva ¢ algebrica
del VII ordine, avente un punto sestuplo nel punto improprio
dell’ asse delle v e quindi unisecata dalle parallele a quest’ asse
e percid razionale. Se essa si spezzasse cid potrebbe avvenire
soltanto in corrispondenza allo staccamento di rette parallele
all’asse delle v; e cid importerebbe 1 esistenza di radiei co-
muni ai polinomii D(¢) ed N(¢), il che non &, come si verifica
facilmente.

Quindi la ¢ & irriducibile e pertanto il gruppe di mono-
dromia della funzione #{v) & fransitivo (*). Rimane a dimostrarsi
che la funzione #(v) non puod esprimersi mediante radicali; ora
a questo si giunge ricordando che la condizione necessaria e
sufficiente perché cid avvenga & che il gruppo di monodromia
sia il gruppo metaciclico od un suo sottogruppo; quindi, nel
caso presente, il gruppo metaciclico (od un suo sottogruppo)
su seffe elementi, tanti quanti sono i rami della funzione #v) (*).
Ma, come ¢ nofo, tale gruppo su piti di 3 elementi non con-
tiene scambi isolati tra due determinazioni, mentre il gruppo
di monodromia della #(v) confiene uno scambio isolato, in corri-
spondenza al valore v == 0, perché il polinomio V(f) ha la unica
radice doppia t =1 (%)

A conclusione della nostra analisi potremo dunque enun-
ciare il

TroREMA. - Il problema algebrico che corrisponde al pro-
blema geomefrico di costruire un triangolo conoscendo i sim-
metriei dei vertici rispetto al lati non & risolubile per radicali.

(®) Cfr. BNrIQUES e CHISINI: Teoria Geometrica delle equazioni alge-
briche. Yol. I, Lib. 1T, § 32.

(%) Cfr. Biaxcur: Teoria dei gruppi di sostituzioni e delle equazioni al-
gebriche secondo Galois. §§ 87, 88.

(®) Alla conol.usione si perviene anche facilmente osservando che, in
forza di un noto teorema sui gruppi di sostituzioni. il gruppo di mono-
dromia, transitivo, contenendo nno scambio ¢ il gruppo totale oppure & im-
primitivo; ma qui imprimitivo non pud essere perchd opera su un numero
primo (sette) di elementi.
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